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En este art´ ıculo pretendemos mostrar que el conjunto de las econom´ ıas singulares, si bien
peque˜ no desde el punto de vista de la topolog´ ıa, tiene importantes efectos en el desarrollo
de los reg´ ımenes econ´ omicos. Es el responsable de los cambios abruptos en los estados de
equilibrio, y de la multiplicidad de tales estados. Permite adem´ as establecer a partir de los
tipos de singularidades posibles, una partici´ on del cojunto de econom´ ıas seg´ un tenga lugar uno
u otro tipo de singularidad.
1 Introducci´ on
Consideraremos en este trabajo econom´ ıas con una cantidad ﬁnita de agentes y bienes, el m´ etodo
de trabajo elegido es el llamado m´ etodo de Negishi, que permite extender las conclusiones sin
mayores limitaciones a econom´ ıas con inﬁnitos bienes, no obstante a los efectos de no introducir
complicaciones t´ ecnicas adicionales nos limitaremos al caso ﬁnito. A partir de deﬁnir el con-
junto de los ´ optimos de Pareto racionales, buscamos aquellos que puedan ser considerados como
equilibrios walrasianos para dotaciones iniciales determinadas. Para esto utilizaremos la llamada
funci´ on exceso de utilidad, cuyos ceros estar´ an en correspondencia biun´ ıvoca con los equilibrios
walrasianos. Econom´ ıas singulares ser´ an aquellas que permitan la existencia de equilibrios cr´ ıticos
entre los ceros de su funci´ on exceso de utilidad, es decir puntos en los que ese anula no solamente
la funci´ on exceso de utilidad, sino tambi´ en el determinante de la matriz jacobiana. A diferencia
de la funci´ on exceso de demanda cuya existencia en econom´ ıas con inﬁntos bienes (bienes con-
tingentes) est´ a limitada a espacios de Hilbert [Araujo, A. (1989)], la funci´ on exceso de utilidad
permite mayor generalidad. No obstante el m´ etodo de Negishi supone para su validez el cumplim-
iento del primer teorema del bienestar. En las condiciones en que trabajaremos en este art´ ıculo
este se satisface trivialmente.
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1Por otra parte como las funciones de utilidad est´ an explicitamente consideradasa en la funci
on exceso de utilidad, queda claro que son dichas funciones de utilidad las responsables por
los comportamientos an´ omalos de la econom´ ıa, y que de ellas depende directamente el tipo de
anomal´ ıa.
No existen muchos trabajos que se reﬁeran a las singularidades, Balasko es uno de los pioneros
en el tema, [Balasko, I], tambi´ en en [Mas-Colell, A.] hay consideraciones sobre el punto pero de
hecho el trabajo est´ a aun en sus inicios. Este art´ ıculo quiere ser un aporte en la direcci´ on indicada
pero no pretende ni muchos menos ser exhaustivo.
En la segunda parte mostraremos el m´ etodo de Negishi, e introduciremos la funci´ on exceso
de utilidad. Luego deﬁniremos econom´ ıas regulares y singulares y mostraremos que las primeras
forman un conjunto residual, es decir interesecci´ on numerable de conjuntos abiertos y densos,
mientras que las segundas componen un conjunto raro, es decir complementario de uno residual.
En la cuarta parte mostraremos un ejemplo intentando aclarar el papel de las singualridades en
el comportamiento de los sistemas econ´ omicos. Finalmente analizaremos algunos tipos de sin-
gularidades a y mostraremos el comportamiento de una econom´ ıa en las proximidades de las
mismas. Las modiﬁcaciones abruptas que pueden producirse en las proximidades de las singu-
laridaes corresponden a las llamadas cat´ astrofes. Esta secci´ on contiene el principal aporte del
trabajo. Finalmente comentaremos sobre posibles l´ ıneas de trabajo en el tema.
2 El M´ etodo de Negishi y la Funci´ on Exceso de Utilidad
Consideraremos una econom´ ıa de intercambio puro con ﬁnitos agentes, a los que indexaremos por
i = 1,2,...,n y l bienes indexados por j = 1,2,...,l, las preferencias estar´ aran representadas por
funciones de utilidad ui : Rl
+ → R, c´ oncavas estrictamente crecientes y derivables con continuidad
hasta el segundo orden al mennos. Las dotaciones iniciales de cada agente estar´ an representadas
por un vector wi en el conjunto de consumo Rl








Para simplicidad del trabajo supondremos que las utilidades satisfacen las condiciones de

























+ : xj = 0,para al menos un j = 1,2,...,l
o
.






Donde ui son las funciones de utilidad de cada agente, mientras que









Cada λi representa el peso del agente i en la econom´ ıa.
Puede comprobarse que si x∗ ∈ Rnl
+ resuelve el problema de maximizaci´ on de W(x) restringido









entonces x∗ es un ´ optimo de Pareto. Para veriﬁcarlo basta ver que las condiciones de primer
orden de este problema son las mismas que las habitualmente utilizadas para deﬁnir el concepto
de ´ optimo paretiano ver por ejemplo [Mas-Colell, A. Whinston, M.]. Rec´ ıprocamente puede verse










tal que para λ0, x∗ maximiza la funci´ on Wλ0(x) restringido a las asignaciones factibles. Obs´ ervese
que si queremos considerar todos los ´ optimos de Pareto posibles, no podemos evitar el caso de
alg´ un λj nulo. El caso en que λj = 0 el agente j quedar´ ıa fuera de la econom´ ıa, como nuestro
inter´ es se centrar´ a en aquellas asignaciones de recursos que permitan la participaci´ on de todos los
agentes de la econom´ ıa nos restringiremos a elegir solamente entre aquellos ´ optimos de Pareto que
suponen λ ∈ ∆, donde
∆ = {λ ∈ ∆ : λi ≥  > 0 ∀i }.
Esto no supone p´ erdida de generalidad debido a que suponemos que cada agente tiene dotaciones
iniciales en Rl
+ − {0} y sus utilidades son mon´ otonas crecientes, por lo tanto en el momento de
decidirse por una cesta de bienes no elegir´ an la cesta nula la cual representa una utilidad menor
que la representada por sus dotaciones iniciales.
A partir del Primer Teorema del Bienestar sabemos que todo equilibrio walrasiano es ´ optimo
de Pareto. Nuestro siguiente paso ser´ a entonces elegir dentro del conjunto de ´ optimos de Pareto
aquellos x∗, que puedan ser soportados por un sistema de precios p tales que para todo agente
se cumple que px∗
i = pwi, ∀i = 1,2,...,n. Dada la correspondencia biun´ ıvoca existente entre
´ optimos de Pareto y aquellos λ ∈ ∆ haremos la elecci´ on de nuestros ´ optimos indirectamente,
es decir elegiremos valores adecuados ¯ λ ∈ ∆, de forma tal que aquellas asignaciones de recursos
3que maximicen W¯ λ(x) restringida a la regi´ on factible F, sean los que tengan la propiedad exigida
sobre los precios soporte. Para esto deﬁniremos, en la subsecci´ on siguiente la llamada funci´ on de
exceso de utilidad.
El m´ etodo que daremos a continuaci´ on para encontrar equilibrios walrasianos presenta ventajas
y desventajas sobre el m´ etodo que utiliza la funci´ on exceso de demanda. La ventaja m´ as clara
es cuando no es posible deﬁnir la funci´ on exceso de demanda, esto sucede generalmente cuando
trabajamos con econom´ ıas cuyos espacios de bienes est´ an modelados en espacios de dimensi´ on
inﬁnita. Por otra parte presenta ventajas cuando el n´ umero de agentes es apreciablemente menor
que el n´ umero de bienes, obviamente en el caso de econom´ iıas con inﬁnitos bienes y un n´ umero
ﬁnito de consumidores, en este caso la utilizaci´ on de este m´ etodo nos permite trabajar con un
conjunto ﬁnito de ecuaciones a pesar de la inﬁnitud del problema de la asignaci´ on ´ optima de bienes
subyacente. Sus desventajas radican en su dependencia fuerte de las funciones de utilidad, lo que
puede redundar en diﬁcultades operatorias importantes en el momento de resolver problemas
concretos, adem´ as su dependencia fuerte de la existencia de ´ optimo de Pareto y de la satisfacci´ on
del Primer Teorema del Bienestar.
El origen de la llamada funci´ on exceso de utilidad como instrumento para obtener equilibrios
walrasianos se remonta a [Karatzas, I; Lakner, P; Lebocky, J.; Shreve, S.] aunque es Negishi quien
presenta el m´ etodo de manera natural en la Teor´ ıa Econ´ omica ver [Negishi, T. ], la mayor difusi´ on
es debida a los trabajos de Mas-Colell. particularmente [Mas-Colell, A.], tambi´ en puede verse un
ejemplo de su utilizaci´ on para extender a econom´ ıas inﬁnitas las t´ ecnicas del c´ alculo diferencial
en [Accinelli, E.(99)].






(xij(λ) − wij). (2)
donde wij representa la dotaci´ on inicial del agente i en el bien j, y xi(λ) es la cesta proveniente
de la asignaci´ on de recursos x(λ) que maximiza Wλ(x) en F, con i = 1,2,...,n y j = 1,2,...,l.
Deﬁnici´ on 2 Llamaremos Funci´ on Exceso de Utilidad a la funci´ on e : ∆ → Rn que deﬁne
al vector de Rn : e(λ) = (e1(λ),e2(λ),...,en(λ)).
Bajo las hip´ otesis consideradas en este trabajo (condici´ on de Inada) que hacen que las condi-




∂xij por el correspondiente multiplicador de Lagrange γj(λ) dividido por el peso






γj(λ)(xij(λ) − wij). (3)
Deﬁnici´ on 3 Consideremos el conjunto de los que llamaremos Pesos Sociales de Equilibrio
Eq = {λ ∈ ∆ : e(λ) = 0}
En [Accinelli, E.(99)] se prueba que este conjunto es no vaci´ ıo.
Podemos enunciar el siguiente teorema, cuya demostraci´ on puede verse en [Accinelli, E.(99)].
Teorema 1 Para econom´ ıas en que las condiciones de primer orden veriﬁcadas por los ´ optimos




conforma, para todo ¯ λ ∈ Eq un equilibrio
walrasiano y rec´ ıprocamente, para todo par (p,x) que sea un equilibrio walrasiano existe λ ∈
E tal que x maximiza Wλ restringido a las asignaciones factibles, y γ(λ) = p. Siendo γ(λ) =
(γ1(λ),γ2(λ),...,γl(λ)) donde γj(λ) son los correspondientes multiplicadores de Lagrange de las
ecuaciones.
El jacobiano de la funci´ on exceso de utilidad, juega un papel determinante en el momento de













∂2ui(xi(λ),t)[xi(λ) − wi(t)]tr + [∂ui(xi(λ),t)]tr
o
. (4)
Donde por la trasposici´ on del vector a est´ a representada por atr. Indica la escritura del vector







, ∂2ui(xi(λ),t) es la matriz de derivadas
segundas de la funci´ on ui(x,t), donde sus entradas son ajk = ∂2ui
∂xij∂xIk.
Como puede verse facilmente la funcion exceso de utilida veriﬁaca:
• Es homogenea de grado cero: e(aλ,w) = e(λ,w) ∀a > 0.
• Veriﬁca la identidad λe(λ,w) = 0 ∀λ.
La primera propiedad nos permite restringirnos a trabajar en la esfera unitaria positiva de
dimensi´ on n − 1. En−1




i = 1;xi > 0 ∀i}. As´ ı la funci´ on exceso de utilidad
tendr´ a por dominio el conjunto X = En−1
++ × Ω y recorrido en Rn. Aqu´ ı Ω representa el espacio
productos formado por los espacios de consumo de cada agente, en nuestro caso Rl
+.
5La segunda propiedad nos permite aﬁrmar que si alg´ un λ veriﬁca las n−1 ecuaciones ei(λ) = 0
para i = 1,2,...,n − 1 entonces se veriﬁcar´ a automaticamente en(λ) = 0
Como adem´ as puede comprobarse que λJλe(λ) = 0 se tiene que Jλe(λ) es siempre una matriz
singular.
Una vez restringidos a trabaja en la esfera unitaria positiva hacemos la siguiente deﬁnici´ on de
equilibrio:
Deﬁnici´ on 4 Llamaremos conjunto de equilibrio a:
Eq0 = {λ ∈ En−1
++ : e(λ) = 0}.
3 Econom´ ıas Regulares y Econom´ ıas Singulares
Deﬁnici´ on 5 Decimos que un elemento λ ∈ Eq0 es regular si la matriz (n−1)×(n−1), jacobiana
de e, Jλee(λ) tiene rango n−1. Una econom´ ıa ser´ a llamada regular si todo λ ∈ Eq0 es regular.
Nota 1 Entenderemos como detJλew(λ) el determinante de Jλew(λ) restringida a sus n − 1
primeras ﬁlas y columnas. El sub´ indice w hace referencia a que la funci´ on exceso de utilidad
est´ a deﬁnida en una econom´ ıa con dotaciones iniciales representadas por w.
La importancia de las econom´ ıas regulares radica en el hecho de que tales econom´ ıas tienen un
conjunto ﬁnito de equilibrios, equivalentemente que sus equilibrios son localmente ´ unicos o puntos
aislados. M´ as formalmente:
Teorema 2 (Unicidad Local) En una econom´ ıa regular todo equilibrio es localmente ´ unico (o
aislado). Esto es para todo λ ∈ Eq0 existe  > 0 tal que si λ 6= λ0 y tal que |λ − λ0| < , entonces
e(λ0) 6= 0. M´ as a´ un el conjunto de los equilibrios es ﬁnito. [Accinelli, E. (96)].
La demostraci´ on de este teorema es conclusi´ on del teorema de la Funci´ on Inversa, [Lima, E.].
Este teorema permite concluir que si el cero es un valor regular para e, esto es si
detJλew(λ)|λ:ew(λ)=0 6= 0
entonces E0
q es un conjunto formado por puntos aislados.
Teorema 3 (Transversalidad)Sean x e Y variedades diferenciables, W una subvariedad cer-
rada de Y. Sea TW{f ∈ C∞(X,Y ) : f transversal a W}, entonces TW es un conjunto abierto y
denso de C∞(X,Y ).
6El teorema de transversalidad muestra que casi toda econom´ ıa es regular. Es decir que para w en
un conjunto abeirto y denso de Rl
+ se veriﬁca que para todo λ de equilibrio detJλew(λ)|λ:ew(λ)=0 6=
0.
Siendo e : En−1
++ ×Ω,→ Rn−1 La observaci´ on trivial de que rankJwe(λ,w) = n−1, (matriz de
derivadas parciales con respecto a w) y la aplicaci´ on consecuente del teorema de transversalidad
permite aﬁrmar que para casi todo w, detJλew(λ) 6= 0 y por lo tanto genericamente una econom´ ıa
E = {i,wi}1≤i≤n es regular.
A partir de aqu´ ı concluimos que el conjunto de econom´ ıas singulares,es decir aquellas para
las que al menos en un λ ∈ E0
q la matriz Jλe(λ,w) es de rango menor que n − 1, forman un
conjunto raro es decir, complementario de un residual. Son las singularidades las responsables por
los cambios abruptos (catastr´ oﬁcos) en el comportamiento de las econom´ ıas, de all´ ı si importancia.
Adem´ as si ﬁjadas las utilidades de los agentes, no existe ning´ un vector w de dotaciones iniciales que
permita construir una econom´ ıa E = {i,wi}1≤i≤n singular, entonces el equilibrio ser´ a ´ unico en
un sentido global para todo w, pues el n´ umero de equilibrios se modiﬁca solamente al atravesar por
una singularidad. La unicidad del equilbrios en el caso de no existir singularidades, se desprende
del hecho de que es siempre posible construir una econom´ ıa con un ´ unico equilibrio, basta para ello
considerar como dotaciones iniciales una asignaci´ on de recursos Pareto optimal. Esta propiedad de
unicidad global depende exclusivamente de las preferncias o utilidades de los agentes representadas
en E por i.
De esta manera una condici´ on necesaria y suﬁciente para la existencia de unicidad global dei
equilibrio walrasiano es que la matriz jacobiana de la funci´ on exceso de utilidad, una vez deﬁnidas
las preferencias se mantenga de rango constante n − 1 para toda dotaci´ on inicial de los agentes.
Al an´ alisis de las singularidades y sus propiedades dedicaremos la secci´ on siguiente.
4 Econom´ ıas Singulares y sus Propiedades
Describiremos a las econom´ ıas por sus funci´ ones exceso de utilidad, e : En−1
++ × Ω → Rn−1, donde
Ω es el espacio producto formado por los espacios de consumo de cada agente, en nuestro caso
estos ser´ an Rl−1
+ . Llamaremos a las variables λ = (λ1,λ2,...,λn) variables de estado, mientras
que w = (w1,w2,...,wn) ser´ an llamadas variables de control o ex´ ogenas. En estado de equilib-
rio, establecidos los par´ ametros w los posibles valores de λ para los que e(λ,w) = 0 determinan
el estado del sistema (el equilibrio en el que se encuentra la econom´ ıa). Perturbciones externas
sobre los par´ ametros pueden hacer cambiar el equilibrio del sistema, pero generalmente peque˜ nas
modiﬁcaciones en estos par´ ametros no alterar´ an demasiado al equilibrio, esto es lo que sucede
7tipicamente, pues tipicamente las econom´ ıas son regulares. No obstante en ciertos casos peque˜ nas
modiﬁcaciones en los valores de w pueden producir grandes cambios, esto sucede en las prox-
imidades de una singularidad. Llamaremos Cat´ astrofe a una transici´ on brusca de un estado a
otro de equilibrio producido por modiﬁcaciones peque˜ nas de los par´ ametros. Clasiﬁcaremos a las
singularidades en primera aproximaci´ on en dos grandes clases, equilibrios singulares (o cr´ ıticos) no
degenerados, y equilibrios singulares (o cr´ ıticos) degenerados. Esta distinci´ on queda basicamente
deﬁnida por el corango de la matriz jacobiana de la funci´ on exceso de utilidad. Mientras que
los primeros son de corango 1, los restantes son de corango mayor que 1. En general el corango
es una medida de cuan degenerado es un valor cr´ ıtico. A los efectos de introducir la Teor´ ıa de
Cat´ astrofes en Econom´ ıa permitasenos considerar el siguiente ejemplo, de gran generalidad como
luego veremos.
Ejemplo 1 Consideremos una econom´ ıa de dos agentes con dos bienes, con dotaciones iniciales
wi = (wi1,w12); i = 1,2. Supondremos que la dotaci´ on inicial agregada (oferta agregada) est´ a ﬁja,
sea esta W = (W1,W2). Ser´ a entonces
Wj = w1j + w2j, j = 1,2 (∗)
siendo wij la dotaci´ on inicial en el bien j del agente i. Las dotaciones iniciales pueden sufrir
redistribuciones pero supongamos momentaneamente que el total no puede ser modiﬁcado, es decir
W es un vector cuyas coordenadas son constantes.




++ × Ω,: e(λ,w) = 0, w1j + w2j = Wj;j = 1,2
o
El equilibrio quedar´ a caracterizado por los (λ,wi1,wi2) para los que ei(λ,wi1,wi2) = 0, siendo
suﬁciente considerar, por la ley de Walras, solamente la funci´ on exceso de utilidad de uno de los
agentes. Adem´ as por ser λ un elemento de E1
++, conocida una de sus coordenadas conoceremos la
otra por lo tanto, sin p´ erdidia de generalidad podemos considerar a la funci´ on excceso de utilidad
del agente i como funci´ on solamente del correspondiente valor de λ. Conocidas las dotaciones
iniciales de uno de los dos agentes la condici´ on (*) permite determinar automaticamente, las
correspondientes dotaciones del otro agente.
Supongamos que la funci´ on exceso de utilidad del agente 1 es:
e1(λ1,w11,w22) = 3W1λ1 − 3w11(λ1)
1
3 + w22. (5)
8En t´ erminos de la teor´ ıa de cat´ astrofes λ1 es la variable de estado mientras que w11 y w22
ser´ an en este caso los par´ ametros.
Los equilibrios de esta econom´ ıa ser´ an entonces los valores de (λ1,w11,w22) que anulen 5 y los
correspondientes (λ2,w21,w12) obtenidos a partir de ellos.
Llamaremos Superﬁcie de Cat´ astrofe a
CF = {(λ1,w11,w22) : detJλ1e1(λ1,w11,w22) = 0}.
Las econom´ ıas cuyas dotaciones iniciales pertenezcan a este conjunto ser´ an llamadas singulares.














































Este conjunto queda representado en el espacio de par´ ametros w11,w22 por una par´ abola, al
atravesar la cual el n´ umero de equilibrios de la econom´ ıa cambia. Las econom´ ıas cuyas dotaciones
iniciales pertenecen a este conjunto son la econom´ ıas singulares. Al atravesar esta curva la cantidad
de equilibrios se modiﬁca de 1 a 3 o reciporcamente.











de esta manera obtenemos que si:
• ∆ < 0 existen tres equilibrios regulares.
• ∆ > 0 existe un equilibrio regular
• ∆ = 0, w11w22 6= 0 un equilibrio cr´ ıtico (o singular) y uno regular.
La matriz Hessiana de la funci´ on considerada es singular, como veremos m´ as adelante esto
prueba que el equilibrio cr´ ıtico es degenerado.
9La Teor´ ıa de Cat´ astrofes, nos muestra que es posible reducir el an´ alisis de las llamadas
cat´ astrofes (momentos de grandes cambios producidos por modiﬁcaciones peque˜ nas de las vari-
ables de control) a unos pocos casos t´ ıpicos. La presencia posible de un tipo u otro de cat´ astrofes
en cada econ´ ıa depende en ´ ultima instancia, de las funciones de utilidad de los agentes, y divide
al espacio de econom´ ıas en clases de eqivalencia.
Entendemos que conocer las caracter´ ısticas de los posibles conjuntos de cat´ astrofe que pueden
aparecer en una econom´ ıa en particular, ayudar´ ıa a predecir las posibles modiﬁcaciones abruptas y
las consecuencias futuras para el desarrollo econ´ omico. Dedicaremos la siguiente secci´ on a analizar
algunos aspectos de dicha teor´ ıa y sus aplicaiones a la Econom´ ıa.
5 Cat´ astrofes y Econom´ ıa
La Teor´ ıa de Cata´ strofes muestra que es posible reducir a unos pocos casos paradigm´ aticos el com-
portamiento de sistemas cuasiest´ aticos en las proximidades de sus singularidades. Comenaremos
analizando el caso m´ as sencillo de funciones reales. En este caso las econom´ ıas ser´ an econom´ ıas
de dos agentes, que pueden ser caracterizadas plenamente por el comportamiento de una de las
dos componentes de la funci´ on exceso de utilidad. Veremos que en este caso, el comportamiento
de las econom´ ıas en las proximidades de un equilibrio cr´ ıtico no degenerado, queda totalmente
determinado por el teorema de Morse, mientras que en el caso de equilibrios cr´ ıticos o singulares
degenerados, si los par´ ametros relevantes no son m´ as de cuatro, una de las llamadas 7 cat´ astrofes
elementales describen completamente dicho comportamiento, [Castrigiano, D.; Hayes, S.].
Luego analizaremos casos un poco m´ as generales, especialmente las llamadas singularidades
de tipo con pliegues y las de tipo c´ uspide. Entendemos que el estudio del comportamiento del
desarrollo econ´ omico a partir de consideracniones provenientes de la teor´ ıa de Cat´ astrofes, puede
ser de ayuda para comprender y prever posibles cambios bruscos futuros en el desarrollo de una
econom´ ıa. La descripci´ on cuasi est´ atica de los fen´ omenos propia de la Teor´ ıa de Cat´ astrofes se
adapta bien a las caracter´ ısticas similares de la Teor´ ıa Econ´ omica.
Nota 2 Notaci´ on A lo largo de esta secci´ on diremos que una funci´ on φ es
• suave o de clase C∞ si para todo entero k es diferenciable k veces.
• C∞(X,Y ) si es diferenciables de cualquier orden de X en Y.
105.1 Econom´ ıas con dos Agentes
Consideraremos econom´ ıas con dos agentes y l bienes, en este caso la econom´ ıa queda caracterizada
por las dotaciones iniciales de los agentes w y basta considerar (por la Ley de Walras) una de las
dos componentes (ei por ejemplo) de la funci´ on exceso de utilidad como funci´ on de las dotaciones
iniciales y (por la homogeneidad de grado cero de la funci´ on exceso de utilidad) el valor de λ
correspondiente a uno de los agentes (por ejemplo λi).
Sea entonces ei.(0,1) × Ω → R es decir ei pone en correspondencia (λi,w) → ei(λi,w).
Deﬁnici´ on 6 Una funci´ on f se dice de Morse si el conjunto de singularidades de f es no
degenerado.
Teorema 4 Sea X una variedad diferenciable. Entonces el conjunto de funciones de Morse es
un conjunto abierto y denso dentro del conjunto C∞(X,R).
Prueba: Es resultado inmediato del teorema de transversalidad.
A continuaci´ on veremos que el comportamiento de las econom´ ıas de dos agentes en las prox-
imidades de equilibrios cr´ ıticos no degenerados, est´ a totalmente determinado por el teorema de
Morse.
Teorema 5 (Teorema de Morse) Sea f : X → R. Entonces p es un punto cr´ ıtico no degenerado
de f si y solamente si existe un difeomorﬁsmo ψ local (en un entorno Up de p) tal que:
f (ψ(y)) = f(p) − y2
1 − ... − y2
s + y2
s+1 + ... + y2
n (6)
se cumple para todo y ∈ Up.
Nota 3 Por deﬁnici´ on: s y n son el ´ ındice y el rango de f en p.
Aplicado a las econom´ ıas que aqu´ ı estamos considerando, el teorema de Morse nos permite
decir que en las proximidades de un equilibrio cr´ ıtico no degenerado, el comportamiento de dife-
rentes funciones exceso de utilidad ser´ a similar sin importar otras car´ acter´ ısticas de la econom´ ıa.
Obs´ ervese que cambios en los par´ ametros que impliquen difeomorﬁsmos no modiﬁcan el carac-
ter de la singularidad de un punto, de ah´ ı que pueda decirse que econom´ ıas que no presenten
equilibrios singulares degenerados se comporten similarmente (a menos de difeomorﬁsmos) en las
proximidades de la singularidad. La existencia y caracter´ ısticas particulares de los equilibrios
cr´ ıticos degenerados propios de cada econom´ ıa, diferencian los comportamientos de los sistemas
econ´ omicos en las vecindades de los equilibrios cr´ ıticos. Veremos que es posible diferenciar grados
11de degeneraci´ on de los equilibrios cr´ ıticos y que es posible clasiﬁcar a las econom´ ıas seg´ un tal
caracter´ ıstica que depende unicamente de sus fundamentos, en particular de las preferencias de
los agentes.
El teorema de Morse, nos permite decir entonces, que en las proximidades de un equilibrio
cr´ ıtico no degenerado (¯ λ, ¯ w) existe un difeomorﬁsmo φ, tal que localmente la funci´ on exceso de
utilidad tiene la forma:
ei(ψ(¯ λi, ¯ w)) = ∓¯ λi − ¯ w2
1 − ... − ¯ w2
s + ¯ w2
s+1 + ... + ¯ w2
n.
Para las econom´ ıas consideradas n = 2l, pues cada ¯ wj representa a una de las coordenadas de las
dotaciones iniciales de los agentes.
Como puede veriﬁcarase ver [Golubitsky, M. Guillemin, V.] Un punto cr´ ıtico p de f es no
degenerado s´ ı y solamente s´ ı la matriz Hessiana es invertible. Por lo tanto esta caracterizaci´ on da
una forma sencilla de saber si un equilibrio cr´ ıtico es o no degenerado.







El siguiente teorema es un corolario del teorema de la funci´ on inversa.
Teorema 6 Los puntos cr´ ıticos no degenerados son puntos aislados.








Jφ(p) = ∂2f(p) es invertible y por lo tanto φ es un difeomorﬁsmo local en p. Luego por el teorema
de la funci´ on inversa existen abiertos U que contiene a p y V de φ(p) donde phi es inyectiva. Esto
implica que ∂f(x) = φ(x) 6= φ(p) = ∂f(p) = 0.
En consecuencia, como los equilibrios regulares, los equilibrios cr´ ıticos no degenerados ser´ an
localmente ´ unicos, y en cantidad ﬁnita si las dotaciones iniciales est´ an deﬁnidas en un subconjunto
compacto del espacio de consumo.
Para funciones de Morse vale que, el conjunto de ellas cuyos valores cr´ ıticos son diferentes
es residual, ver [Golubitsky, M. Guillemin, V.]. De esta forma la probabilidad, en el caso en
que tal concepto pueda deﬁnirse, de econom´ ıas con m´ ultiples equilibrios singulares es nula. M´ as
formalmente, el conjunto de las econom´ ıas de dos agentes con m´ ultiples equilibrios singulares. es
raro, es decir es comlemetario de un conjunto resudual, esta propiedad topol´ ogiaca no depende
de la deﬁnici´ on posible o no de probabilidad en el espacio de las econom´ ıas, pero implica que tal
deﬁnici´ on es posible, entonces un conjunto raro es de probabilidad cero.
125.2 Econom´ ıas con Pliegues
A continuaci´ on consideraremos econom´ ıas con un n´ umero ﬁnito de bienes y agentes y estudiaremos
las caracter´ ısticas y posibiliades de ocurrencia de un tipo de singularidad llamada pliegue. La
caracterizaci´ on de los equilibrios de una determinada econom´ ıa depende del comportamiento de
la matriz jacobiana de la funci´ on exceso de utilidad en el punto en cuesti´ on, en primer t´ ermino,
el hecho de que su rango sea menor que el esperado nos dice si el equilibrio es o no cr´ ıtico. El
grado en que disminuya el rango de dicha matriz, es una medida de la degeneraci´ on del equilibrio
cr´ ıtico.
Las similitudes en el comportamiento en un entorno de una punto, presentadas por funciones
cuyos polinomios de Taylor coinciden en dicho punto, ser´ a la base para la clasiﬁcaci´ on de las
singularidades.
Entramos aqu´ ı de lleno en un problema central de la Teor´ ıa de Cat´ astrofes, a saber cuando
una funci´ on C∞(X,Y ) est´ a determinada en el entorno de un punto, es decir, cu´ ando funciones
que tienen el mismo desarrollo de Taylor en un punto p coinciden, a menos de un cambio de
coordenadas producido por un difeomorﬁsmo en un entrono de un punto. En general esto no
sucede, las condiciones necesarias y suﬁcientes para que una funci´ on quede caracterizada por
su k-´ esimo polinimio de Taylor est´ an dadas en [Mater, J.]. En este trabajo no alcanzaremos a
tratar este punto, no obstante veremos que funciones que presenten polinomios de Taylor iguales
hasta cierto grado (a menos de difemorﬁsmos en sus coordenadas) presentar´ an un comportamiento
similar en las proximidades de sus puntos cr´ ıticos degenerados.
Daremos a continuaci´ on algunas deﬁniciones y notaci´ on b´ asica de la Teor´ ıa de Cat´ astrofe,
imprescindibles para continuar con nuestro trabajo de clasiﬁcaci´ on de singularidades.
Deﬁnici´ on 7 Germen. Sean X e Y variedades diferenciables F1, F2 : X → Y funciones
diferenciables, tales que F1(p) = F2(p) = q. Diremos que ambas funciones son equivalentes si
coinciden en un entorno de p, el espacio de clases de equivalencia as´ ı deﬁnido, ser´ a llamado
espacio de G´ ermenes, siendo [F]p el Germen de F en p la clase de equivalencia correspondiente
a F.
Notaremos como E al espacio de g´ ermenes. La determinaci´ on es local, el punto en el que est´ a
considerado el germen ser´ a explicitado cuando haya riesgo de confusi´ on
Deﬁnici´ on 8 • Sea k un entero no negativo. Dos g´ ermenes [f] y [g] en E se dicen k-
equivalentes en p Dhf(p) = Dhg(p) para todo h tal que |h| < k.
13• La clase de los g´ ermenes k-equivalentes con [f] es llamada el k-jet de [f] y es denotada por
jk[f(p)].
• Notaremos por Jk(X,Y )p,q al espacio de clases de g´ ermenes k-equivalentes en p, esto es el
espacio de
k- jets con fuente p y objetivo q.
• Un elemento
σ ∈ Jk(XY ) = ∪(p,q)∈X×Y Jk(XY )p,q.
es llamado k-jet.
Si X e Y son variedades diferenciables con n = dimX y m = dimY entonces JK(X,Y ) es una
variedad diferencial cuya dimension es igual a n + m+( la dimensi´ on del espacio formado por la
suna directa de todos los polinomios de grado menor o igual que k con no m´ as de m variables).
Obs´ ervese que cualquier funci´ on exceso de utilidad, puede presentar valores cr´ ıticos que no
sean el cero, es decir un determindo valor K ∈ Rn−1 puede ser cr´ ıtico para la funci´ on e en el
sentido de que existan puntos, preim´ agenes por e de K donde el rango de la matriz jacobiana es
menor que n − 1. Nuestro inter´ es est´ a en los puntos singulares que corresponden al valor cr´ ıtico
cero, es decir los equilibrios cr´ ıticos, puntos de la forma (λ,w) ∈ En−1
++ que anulen a la funci´ on e
adem´ as de hacer de la matriz jacobiana una matriz singular. Solamente los k-jet σ con objetivo
cero, σ ∈ J(X,Y )p,0 donde X = En−1
++ ×Ω e Y = Rn−1 son los que representan el comportamiento
de la funci´ on exceso de utilidad en las proximidades de los equilibrios.
Nota 4 Notaci´ on









j=1 hj considerando todas las posibles
formas de sumar |h| con hi ≥ 0 i = 1,2,...,n.
• A los efectos de evitar confusiones con la notaci´ on representaremos de ahora en m´ as a la
matriz jacobiana de f evaluada en p por (∂f)p.
• Como rank(∂f)p notaremos el rango de la matriz jacobiana en p. es decir el n´ umero m´ aximo
de columnas o ﬁlas linealmente independientes que la matriz posee.
• Deﬁnimos el rango de σ como rank σ = rank(∂f)p y corank σ = q − rank σ donde
q = min{dimX,dimY }.
14Sea f : X → Y un elemento representativo de σ, existe un mapa jkf : X → JK(X,Y ) tal
que a cada punto p ∈ X lo pone en correspondencia con jkf(p) la clase de equivalencia de f
en Jk(X,Y )p,f(p). En nuestro caso nos interesa la clase de equivalencia Jke(p), que el mapa Jke,
asigna a cada punto p = (λ,w) de equilibrio.
Cada σ ∈ J1(X,Y ) deﬁne un ´ unico mapa lineal de TpX → TqY, el que queda determinada
por la transformaci´ on lineal que el jacobiano evaluado en p (∂e)p, de cualquier elemento f ∈




σ ∈ J1(X,Y ) : corank σ = r
o
el subconjunto de J1(X,Y ) formado por las clases de equivalencia de todas las funciones f : X → Y
suaves, cuyo corango es r, es decir por los jets de corango r. Puede probarse que este conjunto es una
subvariedad de J1(X,Y ), con codim Sr = (n−µ+r)(m−µ+r), ver [Golubitsky, M. Guillemin, V.].
La codimensi´ on de las singularidades de tipo Sr descarta su ocurrencia en el caso de funciones
entre variedades de rango menor que el corango de la variedad. De esta forma econom´ ıas de dos
agentes con a lo sumo dos par´ ametros no presentar´ an singularidades diferentes de las que en S1
pueden existir. Veremos que estas s´ olo pueden ser o tipo pliegue o tipo c´ uspide.
El conjunto de singularidades de f en los que el jacobiano de f resulta de corango r se
representar´ a por Sr(f) = (j1f)−1(Sr). De esta manera Sr(e) representar´ a el conjunto de los
puntos cr´ ıticos de e nuesto inter´ es radica en el estudio del comportamiento de la funci´ on exceso de
utilidad en las proximidades de los equilibrios cr´ ıticos, es decir de aquellos puntos de la variedad
X = En−1
++ × Ω donde no solamente el jacobiano tiene determinante nulo, sino donde a la vez la
funci´ on toma el valor cero.
Deﬁnici´ on 9 Sea f : X → Y tal que (j1f) es transvesal a S1. Entonces x en S1(f) es un punto
de pliegue si TxS1(f) + Ker(∂f)x = TxX.
El estudio de los equilibrios cr´ ıticos no degenerados supone el an´ alisis de S1(e) es decir del
preimagen por j1e del conjunto de jets de corango 1 con objetivo 0.
Sea f : X → Y , con dimX ≥ dimY y µ = dimX − dimY. En el caso de ser j1f transversal a
S1 tendremos que S1(f) ser´ a una variedad cuya codimensi´ on satisface:
codimS1(f) = codimS1 = µ + 1
ver [Golubitsky, M. Guillemin, V.]. Note que la dimensi´ on en un punto x de S1(f) del ker(∂f)p
es µ + 1. Es decir el espacio tangente a S1(f) y el ker(∂f)p tienen dimensiones complementarias.
15Siendo e la funci´ on exceso de utilidad tendremos que µ = [nl+(n−1)]−[n−1], por lo tanto el
conjunto de singularidades de la funci´ on exceso de utilidad es una variedad de codimS1(e) = nl+1
de la cual es subconjunto el conjunto de los equilibrios cr´ iticos no degenerados.
El comportamiento de las econom´ ıas en las proximidades de los equilibrios de pliegue queda
caracterizado por el siguiente teorema.
Teorema 7 Sea f : X → Y una submersi´ on con pliegues y sea p ∈ S1(f). Entonces existe un
sistema de coordenadas x1,x2,...,xn centrado en p ye y1,y2,...yn centrado en f(p) tal que en estos
sistemas f tiene la forma:
(x1,x2,...,xn) → (x1,x2,...,xm−1,x2
m ± ... ± x2
n)
La demostraci´ on puede verse en [Golubitsky, M. Guillemin, V.].
La forma local que adquiere la funci´ on en un entorno de la singularidad p, justiﬁca el nombre
de pliegue. Obs´ ervese que en el caso de considerar solamente variedades de dimensi´ on 2, la forma
normal (local) de la funci´ on en el sistema de coordenadas se˜ nalado en el teorema , est´ a dada
por (x1,x2) → (x1,x2
2). Esta transformaci´ on se puede obtner haciendo las siguientes operaciones
geom´ etricas:
1) Primeramente se mapea el plano (x1,x2) en el cilindro parab´ olico x3 = x2
2 en en el espacio
(x1,x2,x3) por el mapa (x1,x2) → (x1,x2,x2
2), es decir se pliega el plano,
2) y ahora proyectamos en el plano (x1,x3). Completando as´ ı el plegado.
Obs´ ervese que en este caso S1(f) ser´ a un variedad de dimensi´ on 1 cuyo plano tangente se
mantiene ortogonal al plano x2,x3 que coincide con el ker(∂f)p
N´ otese tambi´ en que en el caso de ser Y = R el conjunto de las submersiones con pliegues son
precisamente las funciones de Morse.
En el caso de econom´ ıas como las presentadas en el ejemplo de la secci´ on (4) y en general para
mapas entre variedades de dimensi´ on 2, las ´ unicas singularidades posibles son del tipo S1(e), pues
S2(e) no puede ocurrir desde que su codimensi´ on es 4. Es posible demostrar que s´ olo pueden existir
dos tipos de comportamientos en las proximidades de singularidades, o de equilibriios cr´ ıticos:
• TpS1(e) ⊕ Ker(∂e)p = TpX.
• TpS1(e) = Ker(∂e)p
Luego de los cambios pertinentes en las coordenadas veremos que, la primera ocurrencia repre-
sentar´ a una singularidad de tipo pliegue y la segunda una de tipo c´ uspide. El ejemplo presentado
16en la secci´ on (4) es representativo del comportamiento de las econom´ ıas en las proximidades de
sus equilibrios cr´ ıticos degenerados.
5.3 Singularidades Sr,s
Sea f : X → Y un mapa tal que j1f es transversal a Sr. Llamaremos a tales mapas uno gen´ erico.
Denotaremos por Sr,s(f) al conjunto de puntos donde el corango del mapa f : Sr(f) → Y es s.
En [Golubitsky, M. Guillemin, V.] se prueba que Sr(f) es una variedad de dimensi´ on igual a
r2 + rµ donde µ = |dimX − dimY |, en el caso de econom´ ıas con n agentes y l bienes, siendo
X = En−1
++ × Ω e Y = R++
n−1 tedremos que µ = nl. Se concluye que dimSr(f) < dimY es decir
que para econom´ ıas como las consideradas, el conjunto de singularidades para e donde el rango
del jacobiano de la funci´ on exceso de utilidad decae en r es de dimensi´ on menor que n − 1, es
decir: dimSr(e) < n − 1. De esta manera las singularidades para econom´ ıas con dos agentes son,
si existen, genericamente siempre puentos aislados.
Obs´ ervese que x ∈ Sr,s(f) s´ ı y solamente s´ ı x ∈ Sr(f) y adem´ as el kernel de (∂f)x intersecta
el espacio tangente a Sr(f) en un espacio de dimensi´ on s. Econom´ ıa con dos agentes presentar´ an
entonces unicamente singularidades de tipo S1,0 o S1,1 es decir pliegues o c´ uspides.
De forma an´ aloga a como Sr fue descrita como subvariedad en J1(X,Y ), Sr.s puede consid-
erarse como subvariedad en J2(X,Y ), siendo que x ∈ Sr,s(f) s´ ı y solamente s´ ı j2f(x) ∈ Sr,s.
El teorema de transversalidad prueba que j2f es transversal a Sr,s. para un conjunto residual
en el conjunto de mapas C∞(X,Y ). Llamaremos 2−gen´ erico a un mapa en estas condiciones.
A partir de la observac´ on anterior puede probarse que los conjuntos Sr,s(f) son genericamente
subvariedades de X cuyas dimensiones est´ an deﬁnidas por:





x(k + 1) −
m
2
(k − s)(k − s + 1) − s(k − s), (8)
siendo
• m = dimY − dimX + k
• k = r + max(dimX − dimY,0).
citeGG
En el caso de econom´ ıas con n agentes y l bienes, representadas por la funci´ on exceso de
utilidad e, se tendr´ a que: dimX = nl + (n − 1) mientras que dimY = n − 1. Esto hace que
17las singularidades posibles para una econom´ ıa est´ en relacionadas con el n´ umero de agentes y
bienes, siendo imposible que aparezcan algunas singularidaes a menos que la dimensi´ on de X sea
suﬁcientemente grande.
Veremos a continuaci´ on algunos ejemplos.
5.4 Singularidades Posibles y Dimensiones de la Econom´ ıa
En primer lugar notemos que en la ecuaci´ on (7) m y k ser´ an respectivamente iguales a r y a r+nl.
A partir de aqu´ i sustituyendo en 8 obtenemos para e 2-gen´ erico que:










Sustituyendo k = nl + r en (8) obtenemos:







y para la dimensi´ on de la subvariedad Sr,s(e) otenemos a partir de (7) la igualdad:









− s2 − r2.
Para el caso particular de S1,1 resulta codimS11 = 2 y dimS11 = n−2. De esta forma econom´ ıas
con dos agentes presentar´ an genericamente un conjunto de singularidades de tipo S11 formado por
puntos (λ,w) ∈ En−1
++ × Ω aisladas. En general formar´ an variedades de tipo n − 2.
Puede probarse a paritir de (7) y (8) que genericamente no habr´ a singularidades del tipo
S1,2(e) para n < 4.. Pues para obtener dimS1,2(e) ≥ 0 es necesario la existencia de al menos 4
agentes.
6 Conclusi´ on
El an´ alisis de las singularidades es todav´ ıa una asignatura pendiente en la Teor´ ıa del Equilibrio
General. En el tema, el presente trabajo no pretende ser m´ as que una muestra de las posibilidades
de obtener nuevos conocimientos sobre el comportamiento de las econom´ ıas, particularmente en el
momento y en los antecedentes o momentos inmediatamente posteriores a los cambios abruptos,
cat´ astrofes.
Ciertamente que a pesar de peque˜ no el conjunto de los equilibrios cr´ ıticos juega un papel
fundamental en la Teor´ ıa Econ´ omica. La no existencia de tales sngularidades transformar´ ıa a la
econom´ ıa en la ciencia mejor previsora del futuro. La existencia de la multiplicidad de equilibrios,
18conclusi´ on de la existencia de las singularidades hace no s´ olo que no pueda predecirse el compor-
tamiento regular, pues en principio nada dice en que equilibrio de los m´ ultiples posibles vivir´ a la
sociedad, sino que adem´ as hace impredescible el futuro. Un indicio de tal comportamiento puede
intuirse a partir del conocimiento de las posibles singularidades futuras y sus formas.
La moderna teor´ ıa de cat´ strofes clasiﬁca las singularidades hasta cierto grado y analiza la
estabilidad de los mapas con tales singularidades. Mostrando hasta que punto perturbaciones
peque˜ nas en las condiciones iniciales, producidas por ejemplo por deﬁciencias en las medidas de
las situaciones iniciales, son intrascendentes en el momento e mostrar posibles comportamientos
futuros de las econom´ ıas. Si peque˜ nas modiﬁcaciones en las variables de control implican grandes
cambios en el conjunto de equilibrios, la situaci´ on es altamente preocupante, pues toda medida
implica error. Hasta que punto pueden ser los conjuntos de equilibrios independientes de peque˜ nas
modiﬁcaciones en los par´ ametros o no, es tema de la Teor´ ıa de Cat´ astrofes y del estudio de la
estabilidad de los mapas y sus singularidades aplicados s a la Teor´ ıa Econ´ omica.
El objetivo del trabajo es el de mostrar las posibilidades del estudio de las singularidades
en econom´ ıa las que en deﬁnitiva en muchos casos la representan, haciendo abstracci´ on de otros
muchos factores, muy claramente. Mapas con iguales singularidaes son equivalentes, en cierta
forma esto es traducible a las econom´ ıas.
Por otra parte la funci´ on exceso de utilidad muestra claramente como cambios en las dotaciones
iniciales implica cambios en la forma en que los agentes econ´ omicos gravitan en la sociedad pues
precios y asignaciones de equilibrio est´ an biyectivamente relacionados con pesos sociales. Esta
relaci´ on es intuitivamente clara, pero es el an´ alisis de la funci´ on exceso de utilidad quien lo establece
formalmente, a la vez el an´ alisis de las singularidades de esta funci´ on muestra los momentos de
cambios y sus formas posibles.
Finalmente diremos que en condiciones muy generales sobre las funciones de utilidad y sus
derivadas es posible extender el an´ alisis ac´ a realizado a econom´ ıas con inﬁnitos bienes, es decir
con bienes contingentes al tiempo en que ser´ an consumidos o los posibles estados de la naturaleza
en el que el consumo ser´ a realizado.
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